
引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

欧拉数问题选讲

北京大学 陈昕阳

2026.2.11



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

欧拉数的定义

一个长度为 n 的排列定义为长度为 n 的序列，满足 1 ∼ n
各出现一次。

对于一个长度为 n 的排列 p，∀1 ≤ i ≤ n，记 pi 是 p 的第 i
个元素。

一个长度为 n 的排列 p 的上升数 asc(p) 定义为有多少下标

1 ≤ i < n 满足 pi < pi+1，即 asc(p) =
n−1∑
i=1

[pi < pi+1]。

欧拉数
⟨n

k
⟩
定义为有多少长度为 n 的排列有恰好 k 个上升。
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今天讲什么？

今天会从四个角度介绍欧拉数的四种求法，但这样也至多讲
1h 就讲完了。

所以还会考虑一些与之相关的问题。总的来说，今天讲的内
容大致是：

排列计数问题。
关心（简单来说是）排列中一些（一般是相邻的）项的相对
大小关系。
今天考虑的所有问题答案均对某个固定的大质数取模。
例题的题解写得都比较简略。
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基本想法

现在考虑如何计算
⟨n

k
⟩
，即求有多少 n 阶排列 p 满足

asc(p) = k。

asc(p) 的定义是
n−1∑
i=1

[pi < pi+1]，只关心相对大小关系。这意

味着排列中的最大值 n 和最小值 1 天然就是特殊的：假设
pk = n，那么只要 k > 1，pk−1 < pk 就必然成立，对于为 1 的位
置也一样。

如果要尝试通过 DP 来计算
⟨n

k
⟩
，应该尝试通过某种方式将

问题分解为子问题。
对于一个长度为 n 的排列 p，设 pk = n，不妨考虑把 pk 这

一项删掉得到一个长度为 n − 1 的排列 q，此时 asc(q) 相比
asc(p) 的变化。
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讨论变化

变化是非常局部的，区别只有：
如果 k > 1，本来 p 中 pk−1 和 pk 相邻且 pk−1 < pk = n，从
而这个上升消失了。
如果 k < n，本来 p 中 pk 和 pk+1 相邻，但 n = pk > pk+1，
无事发生。
如果 1 < k < n，现在 q 中 pk−1 和 pk+1 两项相邻，但不知
道 pk−1 和 pk+1 的大小关系。
进一步分类讨论：
如果 k = 1，asc(q) = asc(p)。
如果 k = n，asc(q) = asc(p)− 1。
否则，如果 pk−1 < pk+1，则 asc(q) = asc(p)（消失了一个又
新增了一个）；如果 pk−1 > pk+1，则 asc(q) = asc(p)− 1。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

反过来想想

站在 p 的角度看，看上去事情还是不太简单。
但可以反过来想想，对于一个确定的 q，有 n 种不同的 p 可

以生成它：因为 p 中删去最大值 n 得到 q，那么已知 q 的时候可
以任意选 n 个“空位”之一插入 n。

n 个“空位”指的是插到两个数之间有 n − 2 个，插到最前
面最后面各一个。
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反过来想想

之前的讨论是：
如果 k = 1，asc(q) = asc(p)。
如果 k = n，asc(q) = asc(p)− 1。
否则，如果 pk−1 < pk+1，则 asc(q) = asc(p)（消失了一个又
新增了一个）；如果 pk−1 > pk+1，则 asc(q) = asc(p)− 1。
这相当于说插到最前面得到的 p 满足 asc(p) = asc(q)，插到

最后面得到的 p 满足 asc(p) = asc(q) + 1。而插到一个 qi < qi+1

的 qi 和 qi+1 之间，asc(q) = asc(p)；插到 qi > qi+1 之间，
asc(q) = asc(p) + 1。

q 总能生成 asc(q) + 1 个 asc(p) = asc(q) 的不同的 p，以及
n − 1− asc(q) 个 asc(p) = asc(q) + 1 的不同的 p。
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最终解法

q 总能生成 asc(q) + 1 个 asc(p) = asc(q) 的不同的 p，以及
n − 1− asc(q) 个 asc(p) = asc(q) + 1 的不同的 p。

这表明有递推关系：
⟨n

k
⟩
=

⟨n−1
k
⟩
(k + 1) +

⟨n−1
k−1

⟩
(n − k)。

原因是：对于 k 个上升的长度为 n 的排列 p，其要么由
asc(q) = k 的排列 q 生成而来，而每个 asc(q) = k 的排列 q 可以
生成 k + 1 个不同的 asc(p) = k 的排列 p。

要么由 asc(q) = k − 1 的排列 q 生成而来，每个可以生成
n − 1− (k − 1) = n − k 个不同的排列 p。

为了避免边界条件，我们认为这个递推关系对 n ≥ 2 成立，
而 k = 0 的

⟨n
k
⟩
没有后面那一项。

显然，
⟨
1
0

⟩
= 1 ，而对于 k > 0 的

⟨n
k
⟩
= 0。

根据这个递推关系，可以 Θ(n2) 算出所有 0 ≤ k < n 的
⟨n

k
⟩
。
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试试看！

现在你已经完全学会欧拉数了，来试试看这道题目吧！
定义 (n, α) 阶排列为，全体长度为 αn 的序列 a 满足以下两

条限制：
∀1 ≤ k ≤ n，a 中恰好有 α 个 k。
对于 1 ≤ i < k < j ≤ αn，如果 ai = aj，那么 ak ≥ ai。
给定 α, n,m,n0 以及一个 (n0, α) 阶排列 p，计算有多少

(n, α) 阶排列 q 既包含 p 作为子序列，又满足 asc(q) = m。
1 ≤ n,n0α ≤ 2× 103。
source：CTS2023 Day1 另一个欧拉数问题。
提示：题目并不难。（因为这个 source 标记的并不完全正确）
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题解

对一个 (n, α) 阶排列 a 并选定 m，只保留 a 中 ≤ m 的数
后，得到一个 (m, α) 阶排列。

向一个 (n, α) 阶排列中插入 α 个 n + 1 希望得到一个
(n + 1, α) 阶排列，充要的插入方式是选中 nα+ 1 个空隙之一把
α 个 n + 1 全部插进去。

设出 dpi,j 表示有多少 (i, α) 阶排列 q 包含 p 作为子序列，
同时 asc(q) = j。转移分向 q 的上升位置插入 α 个 i+ 1，或者向
一个非上升位置插入，特殊考虑插入到开头或结尾。

Θ(n2)。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

试试看！

给定 n, k 以及长度为 n 的序列 a，求有多少长度为 n 的排
列 p 满足：设长度为 n 的序列 b 满足 bi = api，则 asc(b) = k。

1 ≤ n ≤ 5× 103。
source：ABC267G。
我们稍后会讨论这题如何做到更快。
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题解

相当于问 a 的所有重排，有多少有 k 个上升。下面视作值
一样就是相同的重排，最后答案乘上每种颜色出现次数阶乘之积
即可。

仍然从小到大插入值，考虑对于一个长度为 m 有 k 个上升
（且其中值都 ≤ v）的序列，向里面插入 q 个 v + 1 的所有方案，
得到的序列上升数的分布。

一组插入方案就是将 q 分为 m + 1 个自然数之和，表示给
m + 1 个空隙中的每一个插入多少个 v。

向中间 m − 1− k 个非上升空隙或末尾插入至少一个 v，每
一个这样的空隙会导致上升数增加 1。

相当于说所有将 q 分为 m + 1 个自然数之和的方式，问前
m − k 个中有 l 个非零的方案数，以这么多不同的方案数，转移
到长为 m + q 的序列有 k + l 个上升。

这个转移系数是
(

m − k
l

)(
q + k
l + k

)
。
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题解

于是 dpv,k 设 a 中值 ≤ v 的数的所有重排，有多少上升为 k。
枚举 v, k 后转移需要再枚举 l。

从组合意义或者
(

q + k
l + k

)
这一项系数都可看出，只有 l ≤ q

才有意义，而 q 是 a 中值 v + 1 的出现次数，而所有颜色出现次
数总和为 n，故也是 Θ(n2)。
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回顾

这一节介绍了从插入极值（并将插入之后的部分平移下标）
的角度考虑的第一种插入 DP，可以注意到在欧拉数问题中从
“由子问题添加一个元素到达更大的问题”角度考虑会比“从原
问题删去一个元素递归到子问题”的角度考虑更加便利。
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疑惑

但一个疑惑是，这种方法的能力限度是什么？为什么本节考
虑的几个问题都可以这样解决？

一个解释是：本节考虑的问题所有下标的地位都是均等的，
这为平移下标提供了可能。反映在 asc(p) 的表达式上就是其平
等地考虑了所有 1 ≤ i < n，只关心是否 [pi < pi+1]。

很容易举出下标地位并非“均等”的例子：
考虑额外输入一个长度为 n − 1 的 01 序列 w，把 asc(p) 的

定义改成
n−1∑
i=1

wi[pi < pi+1]，前面的做法会遇到一个本质的困难：

如果还是删去最大的元素，会遇到一次下标的整体平移，而移动
前后大量位置对应的 wi 都变化了。

不过这个问题也可以用插入 DP 解决，不过方式略有区别。
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重新计算欧拉数

现在我们还是想计算
⟨n

k
⟩
，但是每次插入最大值的方式太难

理解了，能不能使用每次删去末尾的元素的方式来递归到子问题
呢？

首先的问题是如果删掉的末尾元素是 x，前 n − 1 个元素就
是包含 1 ∼ x − 1 和 x + 1 ∼ n 各一个的长度为 n − 1 的序列了，
并没有严格地递归到“长为 n − 1 的排列”的子问题。

但注意到前 n − 1 个元素也只关心相对顺序，所以可以作离
散化，即将 x + 1 ∼ n 分别视为它们减 1。

反过来从添加元素的角度考虑，就是对于给定的长为 n − 1
的排列 q，其有 n 种扩展成为一个长度为 n 排列 p 的方法：任
选一个 1 ≤ x ≤ n，然后构造 p 是 ∀1 ≤ i < n, pi = qi + [qi ≥ x]，
而 pn = x。

不幸的是：这样得到的 asc(p) = asc(q) + [qn−1 < x]，这意
味着这样考虑只知道 asc(q) 是不够的。
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重新计算欧拉数

所幸如果将状态定义为：dpi,j,k 表示有多少长度为 i 的排列
有 j 个上升，而末尾元素是 k，转移确实是封闭的。

具体来说，转移是枚举 1 ≤ x ≤ i + 1 然后将 dpi+1,j+[k<x],x
加上 dpi,j,k。

转移边界是 dp1,0,1 = 1，而
⟨n

k
⟩
=

n∑
i=1

dpn,k,i。

然而这个方法直接实现是 Θ(n4)，前缀和优化转移后是
Θ(n3) 的，反而更慢了。

不过它还是稍微有点用的，考虑以下两道例题：
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试试看！

给定 n 和长度为 n − 1 的 01 串 s，计算有多少长度为 n 的
排列 p 满足：

∀1 ≤ i < n，[pi < pi+1] = si。
1 ≤ n ≤ 2000。
source：LOJ575 不等关系弱化版。
我们稍后会讨论这题如何做到更快。
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题解

设 dpi,j 表示有多少长度为 i 的排列 p，使得前 i 项相邻的相
对大小关系符合 s 的描述，而 pi = j。

转移所有从前 i 项扩展到前 i + 1 项的扩展方案，和前面一
样相当于说枚举 pi+1 的取值即可，同样是前缀和优化 Θ(n2)。
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试试看！

对于给定的 k 以及系数序列 w0 ∼ w2k−1−1，定义一个 n ≥ k

阶排列 p 的权值 val(p) =
n−k+1∏

i=1
wf(pi,pi+1...pi+k−1)，其中

f(a1, a2...ak) =
k−1∑
i=1

2i−1[ai < ai+1]。

给定 n，计算所有 n 阶排列的权值和。
1 ≤ n ≤ 2× 103, 2 ≤ k ≤ 4。
source：QOJ9651 又一个欧拉数问题弱化版。
我们稍后会讨论这题如何做到更快。
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题解

现在需要知道连续 k 项之间，每相邻两项的相对大小关系。
直接状压设 dpi,j,S 表示长度为 i 的排列，pi = j，而末尾

k − 1 项之间相邻的相对大小关系是二进制数 S 即可。
转移和前面一样，前缀和优化一下是 Θ(n22k)。
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回顾

这一节介绍了从插入最后一个元素（并将值域作平移）的角
度考虑的第二种插入 DP，它提供了一种处理一些下标地位不均
等的问题的方式，缺点是要记录最后一个元素的大小，使得其有
时（其实我认为几乎总）不能达到最优复杂度。
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一道经典题

事实上还有第三种插入 DP 的方式，也可以用它来计算欧拉
数，然而用这种方式计算欧拉数会让其看上去没有任何优点，所
以我们介绍这种方法的经典例题：

定义长度为 n 的排列 p 是 zig-zag 的，当且仅当 ∀1 < i < n，
(pi+1 − pi)(pi − pi−1) < 0。
如果对于 1 < i < n，pi > max(pi−1, pi+1) 时称 pi 是峰；而
pi < min(pi−1, pi+1) 时称 pi 是谷的话。这个条件相当于说
所有 1 < i < n 的 pi 必须是峰或谷。
给定 n, s, t，计算有多少长为 n 且是 zig-zag 的排列 p 满足
p1 = s, pn = t。
n ≤ 2000。
source：QOJ5532 CEOI 2016 kangaroo。
这道题也可以做到更快，但不在今天的讨论范围内。更快的

做法简而言之：代数推导又赢了。
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困境

尝试使用第二种插入 DP，其可以描述相邻元素的大小关系，
也可以满足 pn = t 的限制，但是 p1 不知道怎么办，事实上直接
设 dpi,s,t,0/1 表示长度为 i 的 zig-zag 排列，且首元素是 s 尾元素
是 t，倒数两个元素的关系是上升/下降可以完成转移，不幸的是
这是 Θ(n3) 的。

使用第一种插入 DP 的困难之处在于，如果在 qi 和 qi+1 之
间插入 n，会导致 qi 和 qi+1 接下来都必须作为谷（只要不是边
界元素），但 qi−1, qi 以及 qi+1, qi+2 的相对大小关系是未知的。

换句话说，第一种插入 DP 遇到的本质困难是：qi 和 qi+1

与其邻居的大小关系发生了变化。
所以如果邻居关系一经确定就不再更改，就可以解决这个问

题。
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分析

设想你已经确定了排列 p，现在一开始所有位置都是未被点
亮的。按照 v = 1 ∼ n 的顺序，你找到唯一的 v 的出现位置 i 即
pi = v，然后点亮位置 i，条件相当于说什么？

i = 1 必须在第 s 轮被点亮，i = n 必须在第 t 轮被点亮。
对于 1 < i < n，其被点亮时要么 i − 1 和 i + 1 都被点亮，
要么都没被点亮。
如果考虑极长的被点亮的连续段，这相当于说 1 < i < n 的

i 被点亮时，其要么新建了一个全新的被点亮的连续段（周围都
没被点亮），要么其合并了两个被点亮的连续段（中间只隔着未
被点亮的格子 i）。
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简化情形

先不管 s 和 t 的限制，并要求 n ≥ 3，那么无论何时都不能
点亮一个有恰好一个被点亮邻居的格子（否则它们至少一个不是
开头或结尾，从而违反限制）。

对于 n 个格子，进行前 i 轮点亮过程（且均符合上述限制）
后，设现在被点亮的格子构成 j 个连续段，发现这样的局面仍然
难以转移：接下来需要点亮原来未被点亮的格子，但未被点亮的
格子构成的集合不同，转移的方案也不同。

这是因为这是站在从 n 个格子按顺序点亮 i 个的角度来考
虑的，如果仿照先前的思路，应该只对已经“存在”的 i 个被点
亮的格子考虑。
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简化情形

dpi,j 表示，一开始将 1 ∼ i 分为 j 段（每段非空），跨越段的
相邻不算作相邻（因为之后中间必须插入至少一个元素），相同
段内部的相邻才视作相邻（之后中间不能插入元素），所有这样
的划分方案对应的子问题中，zig-zag 排列（定义为每个段非首
尾元素必须是峰或谷）的数量之和。

对于一种 1 ∼ i 划分为 j 段的方案，再搭配上这种划分方案
中的一个 zig-zag 排列。其有两种插入 i+1 并重新诠释段划分的
方式：
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简化情形

声称 i + 1 对应的格子被点亮时，其两个邻居都被点亮了，
从而它会合并两个连续段，这样即可保证 i + 1 对应的格子
之后一定是峰。有 j − 1 种合并两个连续段的方式，于是将
dpi+1,j−1 加上 (j − 1)dpi,j

声称 i + 1 对应的格子被点亮时，其两个邻居都未被点亮，
从而它会创建新的连续段，这样即可保证 i + 1 对应的格子
之后一定是谷。有 j + 1 种创建一个连续段的方式，于是将
dpi+1,j+1 加上 (j + 1)dpi,j。
最终答案是 dpn,1，这样就解决了没有 s, t 限制的情形，时

间复杂度为 Θ(n2)。
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再说两句

（对于初学者来说）状态的定义看上去有些奇怪：为什么要
对所有划分方式将对应的 zig-zag 排列数量求和？

事实上这可以认为是：如果只保留所有 ≤ i 的数以及之间的
相邻关系，长度为 n 的 zig-zag 排列会根据此时的形态被划分为
若干等价类。对于不同等价类，再加入 > i 的数它们一定还是不
一样；而对于同一等价类，它们之间的差异是插入 > i 的数时的
操作不同所造成的。

所以 dpi,j 描述的是保留所有 ≤ i 的数以及之间的相邻关系，
构成 j 个连续段的等价类数量。插入 i + 1 时，每个等价类会根
据插入方式各自分裂，这一步的分裂方案数就是转移系数 j − 1
和 j + 1。

对于有 s, t 限制的情况，留作习题（因为后面这道习题不是
严格意义上的欧拉数问题）。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

试试看！

给定长度为 n 的正整数序列 a，设 m =
n∑

i=1
ai，问有多少长

度为 m 的序列 b 满足：
∀1 ≤ i ≤ n，i 在 b 中恰好出现 ai 次。
∀1 ≤ i < m, |bi − bi+1| = 1。
1 ≤ n, ai ≤ 2× 105。
source：ARC146E Simple Speed。
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容斥原理是什么？

这个问题没法回答，因为“容斥”这个词的语义事实上被滥
用了，现在任何是“数方案数，但是加加减减算一下”的方法都
可能被称为容斥。

不过针对常规的使用所谓“容斥原理”解决的问题，从以下
视角看待问题可能更为简便：
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容斥原理

现在要计数一些对象，设计数对象构成的全集是 A，某个具
体的对象是 a。
对于 a ∈ A，我们会关心它是否满足指定的 n 种性质上的表
现。设 fi 是 A → {0, 1} 的映射，fi(a) = 1 当且仅当 a 满足
第 i 种性质。
有两个预先指定好的长度为 n 的权值序列 p, q，a ∈ A 的权
重 w(a) =

n∏
i=1

(pi[fi(a) = 1] + qi[fi(a) = 0])。

目标是计算
∑

a∈A
w(a)。
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容斥原理

w(a) =
n∏

i=1
(pi[fi(a) = 1] + qi[fi(a) = 0])。

观察是：w(a) =
n∏

i=1
(pi + (qi − pi)[fi(a) = 0])。

所以，
∑

a∈A
w(a) =

∑
S⊆{1,2...n}

(
∏
i/∈S

pi
∏
i∈S

(qi − pi))cnt(S)，其中

cnt(S) 表示有多少 a ∈ A 满足 ∀i ∈ S, fi(a) = 0。
这就是容斥原理。
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容斥原理

容斥原理的经典例题是，给出长度为 n 的序列 b，求 [1,m]
中有多少个数不是任何一个 ai 的倍数。

以这个视角看待，A = {1, 2...m}。fi(a) = [bi ∤ a]，而
pi = 1, qi = 0。

代入上面的公式，pi = 1, pi − qi = −1，从而答案是∑
S⊆{1,2...n}

(−1)|S|cnt(S)，其中 cnt(S) 表示 [1,m] 中有多少个数是

∀i ∈ S 的 bi 的倍数，这与我们的认识相符。
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再次计算欧拉数

可以这样看待欧拉数问题：A 是全体 n 阶排列构成的集合，
有 n − 1 个性质 f1 ∼ fn−1，对于排列 a ∈ A，fi(a) = 1 当且仅当
[ai < ai+1]。

不同的是，现在 pi, qi 不再是一个数，我们采用以 x 为变元
的多项式，让 pi = x, qi = 1。那么对于一个排列 a ∈ A，
n−1∏
i=1

(pi[fi(a) = 1] + qi[fi(a) = 0]) = xasc(a)。

即
⟨n

k
⟩
就是

∑
a∈A

w(a) 的 [xk] 次项系数。
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再次计算欧拉数

也可以把 w(a) 写成 w(a) =
n∏

i=1
(qi + (pi − qi)[fi(a) = 1])，求

和公式会变为
∑

a∈A
w(a) =

∑
S⊆{1,2...n−1}

(
∏
i/∈S

qi
∏
i∈S

(pi − qi))cnt(S)，

其中 cnt′(S) 表示有多少 a ∈ A 满足 ∀i ∈ S, fi(a) = 1。
代入 pi = x, qi = 1，

∑
a∈A

w(a) =
∑

S⊆{1,2...n−1}
(x − 1)|S|cnt(S)，

现在的问题无非是如何计算 cnt′(S)。
注意 |S| 确定后，(x − 1)|S| 也确定了。从而只需要对所有

0 ≤ k < n，计算选定 1 ∼ n − 1 中 k 个位置，在这些位置上上升
的排列数量之和。

选定 k 个位置必须上升相当于将 n 个格子分为 n− k 段，段
之间没有限制，而段内部必须上升。

接下来的推导可以用生成函数技巧，也可以不用。
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方案 A：我不会生成函数！
注意到其实只需要确定 1 ∼ n 每个数被划分到 n − k 个段中

的哪个，因为段内部必须是升序，排列方式是唯一的。方案数似
乎是 (n − k)n？

但其实这样会计入某个段内部不包含任何值的划分方案，而
这是不合法的。

所以现在要计数将 1 ∼ n 分到 n − k 个有标号的盒子中，要
求每个盒子都非空的方案数。

其实是斯特林数，不过不知道也无所谓。
根据容斥原理，答案是

∑
S⊆{1,2...n−k}

(−1)|S|(n − k − |S|)n。

化简一下就是
n−k∑
i=0

(−1)i(n − k − i)n
(

n − k
i

)
，设为 ansk。

而刚才已经得到答案是
⟨n

m
⟩
= [xm]

n∑
k=0

(x − 1)kansk，推到这

里已经可以 Θ(n2) 计算一行欧拉数。
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方案 A：我不会生成函数！

⟨n
m
⟩
=

∑
k≥0

(
k
m

)
(−1)k−m

n−k∑
i=0

in(−1)n−k−i
(

n − k
i

)
。

=
∑
k≥0

∑
i≥0

in
(

k
m

)(
n − k

i

)
(−1)n−i−m。

=
∑
i≥0

in(−1)n−i−m(
∑
k≥0

(
k
m

)(
n − k

i

)
)。

固定 i 后对 k 的求和是范德蒙德卷积，答案是
(

n + 1

m + i + 1

)
。

最终结果是
⟨n

m
⟩
=

n−m∑
i=0

in
(

n + 1

m + i + 1

)
(−1)n−i+m。
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方案 A：我不会生成函数！

⟨n
m
⟩
=

n−m∑
i=0

in
(

n + 1

m + i + 1

)
(−1)n−i+m。

对 i ∈ [0,n − m] 计算 in 可以 Θ(n)，据此可以 Θ(n) 计算欧
拉数单项。

同时注意到设 ai = in, bi+m =

(
n + 1

m + i + 1

)
(−1)n+i+m，则⟨n

m
⟩
=

∑
0≤i,j≤n,j−i=m

aibj 是标准的差卷积，于是进行一次卷积可

以 Θ(n log n) 计算一行欧拉数。
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方案 B：我会生成函数！
n 个有标号的球分到 n − k 个有标号的盒子要求都非空，因

为不同盒子之间是归并标号所以可以设往一个盒子里放 k 个球

的方案数序列 0, 1, 1... 的 EGF 是
∑
i≥1

yi

i! = ey − 1。

所以 n − k 个盒子最后要求一共 n 个球的方案数就是
[yn](ey − 1)n−k。⟨n

m
⟩
= n![xm][yn]

∑
k≥0

(x − 1)k(ey − 1)n−k。

设 F =
∑
k≥0

(x− 1)k(ey − 1)n−k 是以 x, y 为变元的二元生成函

数，现在的目标是提取 F 的某一项系数。
F = (x − 1)n

n∑
k=0

(
ey − 1

x − 1
)k。

F = (x − 1)n 1

1− ey−1
x−1

，等比数列求和。
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方案 B：我会生成函数！

F = (x − 1)n 1

1− ey−1
x−1

。

F = (x − 1)n x − 1

(x − 1)− (ey − 1)
，分子分母同乘 (x − 1)。

F = −(x − 1)n+1e−y 1

1− xe−y，分子分母同乘 −e−y。

F = −
∑
k≥0

xke−y(k+1)(x − 1)n+1，这里是将满足 A 无常数项

的
1

1− A 展开为
∑
k≥0

Ak。

提取 [xm][yn] 结果是 −
∑
k≥0

(−(k + 1))n

n! [xm−k](x − 1)n+1。

进一步展开是 −
∑
k≥0

(−(k + 1))n

n!

(
n + 1

m − k

)
(−1)n+1−(m−k)。
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方案 B：我会生成函数！

−
∑
k≥0

(−(k + 1))n

n!

(
n + 1

m − k

)
(−1)n+1−(m−k)。

乘上 n! 并化简，答案是⟨n
m
⟩
=

m∑
k=0

(k + 1)n
(

n + 1

m − k

)
(−1)m−k。

和方案 A 一样，算出所有 kn 后可以线性求一项。设

ak = (k + 1)n, bm−k =

(
n + 1

m − k

)
(−1)m−k，可以得到和卷积的形

式
⟨n

m
⟩
=

∑
0≤i,j≤n,i+j=m

aibj。一次 Θ(n log n) 的卷积可以求出一行

欧拉数。
再作一些变形可以得到方案 A 中的表达式，但不重要。
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试试看！

给定 n 和长度为 n − 1 的 01 串 s，计算有多少长度为 n 的
排列 p 满足：

∀1 ≤ i < n，[pi < pi+1] = si。
1 ≤ n ≤ 105。
source：LOJ575 不等关系。
从这里往后的题很多都需要用到卷积。
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题解

沿用计算欧拉数时的建模，对于第 i 个条件，若 si = 1 则让
pi = 1, qi = 0，否则让 pi = 0, qi = 1 即可。

答案是
∑

S⊆{1,2...n−1}
(
∏
i/∈S

[si = 0])(
∏
i∈S

(−1)[si=0])cnt(S)。

当然这个时候相较于公式，视作对每条 i, i + 1 之间的边，
如果方向是 pi < pi+1 则不变；否则容斥成无限制减去 pi > pi+1

更为直观。
设 dpi 表示所有对 1 ∼ i 之间的边选定是否容斥的方案，容

斥系数乘上所有段长度的阶乘的倒数之积的和。
转移是枚举 i 所在的段是 [j, i]，则 j ∼ i 之间的边，如果本

来是小于则不变，是大于则必须容斥反向乘上容斥系数 −1，且
j − 1, j 之间的边必须容斥成无限制，而 1 ∼ j − 1 这部分是子问
题。
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题解

认为 s0 = 0，设 ci =
i∏

j=1
(−1)[si=0]。

转移是 dpi =
i∑

j=1

1

(i − j + 1)!
dpj−1[sj−1 = 0]ci−1cj−1。

整理后是半在线卷积的形式，CDQ 分治用 NTT 计算左边到
右边的贡献即可 Θ(n log2 n)。
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试试看！

对于给定的 k 以及系数序列 w0 ∼ w2k−1−1，定义一个 n ≥ k

阶排列 p 的权值 val(p) =
n−k+1∏

i=1
wf(pi,pi+1...pi+k−1)，其中

f(a1, a2...ak) =
k−1∑
i=1

2i−1[ai < ai+1]。

给定 n，计算所有 n 阶排列的权值和。
1 ≤ n ≤ 105, 2 ≤ k ≤ 4。
source：QOJ9651 又一个欧拉数问题。
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题解

确定一个排列 p 的 n − 1 对相邻值 pi, pi+1 的大小关系之后，
val(p) 就确定了。

记这 n − 1 个相对大小关系信息是 01 序列 a，满足
∀1 ≤ i < n, ai = [pi < pi+1]。

那么所有对应 a 的排列 p 的权值都是对所有 a 长度为 k − 1
的子区间，读出这个 k − 1 位二进制数的值作为下标，将对应的
w 全部乘起来。

原问题的答案就是对所有 a，将 a 对应的权值乘上符合 a 的
n 阶排列数量再求和。

上一题已经分析得到了，符合 a 的 n 阶排列数量就等于∑
b1∼bn−1,∀bi≥ai

(
n−1∏
i=1

(−1)ai+bi)cof(b)，其中 cof(b) 是 n! 除以 b 所有

极长 1 连续段的长度 +1 的阶乘之积。
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题解

于是原问题的答案就是，枚举两个长为 n − 1 的 01 序列
a, b，要求 ai ≤ bi 恒成立，将容斥系数

n−1∏
i=1

(−1)ai+bi 乘上第一部

分权值
n−k∏
i=1

wg(ai,ai+1...ai+k−2) 再乘上第二部分权值 cof(b) 加和，

其中 g(ai, ai+1...ai+k−2) 表示视作二进制数。
这样构造所有合法的 (a, b) 对：一开始选择 k ≥ 0 然后将 b

末尾接 k 个 1，而 a 末尾接 k 个 0/1；接下来重复若干次选一个
k ≥ 0，向 b 末尾先接一个 0 再接 k 个 1，向 a 末尾先接一个 0
再接 k 个 0/1。

可以发现合法的 (a, b) 对恰好有一种构造方式，并且构造的
每一步对应 b 的一个极长 1 连续段。
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题解

可以计算 cofk,S,T 表示假设 a 末尾已经至少有 k − 2 个元素，
且这些元素对应 S，接下来进行一次向 b 末尾添加 1 个 0 和 k
个 1 的拼接，对 a 的所有选择使得这次添加完成后 a 的末尾
k − 2 个元素对应 T 的方案的权值和，这个很容易 Θ(4kn) 计算。

这里权值指的是新拼上去的段的容斥系数、a 部分的权值、
b 部分的权值之积。

设 2k−2 × 2k−2 矩阵 A 满足 AS,T =
n∑

k=0

xk+1cofk,S,T。

假设构造过程中得到了一个长度为 i ≥ k − 2 的 (a, b) 对，
且 a 的尾 k − 2 个字符对应 S，那么以它为基础接下来进行若干
次拼接最终得到长度为 n − 1 合法 (a, b) 对的所有方案的权值

（新乘上去的部分）之和就是
2k−2−1∑

T=0
[xn−1−i](

∑
s≥0

As)S,T。
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题解

所以问题的关键就是计算
∞∑

s=0
As mod xn =

1

I − A mod xn，

即对于一个系数是多项式的矩阵在模 xn 意义下求逆。
使用牛顿迭代可以转化为进行模 x1, x2, x4...xn 意义下各

O(1) 次系数为多项式的矩阵乘法，对每个位置分别 DFT 然后对
每个单位根下的点值分别进行矩阵乘法加起来再 IDFT 回来就只
需要做总长 Θ(4kn) 的 DFT/IDFT 以及 Θ(8kn) 时间的点乘。

接下来再递推计算 sti,S 表示进行若干次拼接得到长度为 i
的 (a, b) 对，且 a 末尾 k − 2 个字符（不存在的就不管）对应 S，
且一旦有至少 k− 2 个字符就立即停止的所有方案的权值和即可。
“一旦有 k − 2 个字符就立即停止”使得这可以在 Θ(4kn) 时

间内计算。
总复杂度 Θ(4kn log n + 8kn)。
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二项式反演

网上流传的 Θ(n) 或 Θ(n log n) 求一项欧拉数的讲稿基本都
会公式化地设 fk 表示有多少排列恰好有 k 个上升，gk 表示对所

有 fix k 个位置必须是上升的方案（
(

n − 1

k

)
种），求出有多少排

列符合这 k 个位置都是上升的限制并加和。然后由组合意义可见
gi =

∑
j≥i

(
j
i

)
fj，然后使用“二项式反演”结论，

∑
j≥i

(−1)j−i
(

j
i

)
gj

经过一番推导后恰好等于 fi，于是说一句只需求出 g0 ∼ gn−1 后

利用 fi =
∑
j≥i

(−1)j−i
(

j
i

)
gj 就可以求出答案了。

可以发现前面提到的 ansk 就是 gk，而 fk =
⟨n

k
⟩
，但我们并

不是使用二项式反演将它们联系起来的。
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与二项式反演的联系

前面容斥原理的模型给出
∑

a∈A
w(a) =

n−1∑
k=0

(x − 1)kansk，另一

方面由定义
n−1∑
k=0

⟨n
k
⟩
xk =

∑
a∈A

w(a)。

代入
⟨n

k
⟩
= fk, ansk = gk，变为

n−1∑
k=0

fkxk =
n−1∑
k=0

gk(x − 1)k。

对两边提取 [xi] 项系数得到 fi =
∑
j≥i

(−1)j−i
(

j
i

)
gj 正是二项

式反演的结论。
这表明两种方法其实是殊途同归的⋯⋯吗？
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二项式反演无用论

二项式反演确实是一个足够简便也能解决很多问题的结论，
但它当然无法解决所有问题，它的能力范围甚至不如前面提到的
容斥模型。

回到插入 DP 一节最后引入的问题，将问题稍作修改为：
给定 n, k 以及长度为 n − 1 值域为 012 的序列 w，对于一个

长度为 n 的排列 p，定义 asc(p) =
n−1∑
i=1

wi[pi < pi+1]。

求出有多少长度为 n 的排列 p 满足 asc(p) = k。
如果用此前的容斥模型，无非是 pi 原本必然为 x，现在变为

了 pwi。虽然输入的 w 序列导致求∑
S⊆{1,2...n−1}

(
∏
i∈S

(xwi − 1))cnt(S) 难以高效完成，但容斥模型终究

可以给出一个 Θ(n3) 的解法。而机械化地代入二项式反演的式
子就难以解决该问题了。
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试试看！

给定 n,m 以及长度为 n 的序列 a，求有多少长度为 n 的排
列 p 满足：设长度为 n 的序列 b 满足 bi = api，则 asc(b) = m。

1 ≤ n ≤ 5× 105。
source：ABC267G 加强版。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

还是视作值一样就是相同的重排，最后答案要乘上某个常
数。

回顾本节是如何用方案 A 计算欧拉数的，根据相同的分析，
关键在于计算将序列 a 的所有元素划分到 k 个上升段之一的方
案数。

显然对每种颜色的划分仍然是独立的，而如果颜色 c 出现
occc 次，只需考虑从 k 个上升段中选出 occc 个包含颜色 c 的，
方案数是

(
k

occc

)
。

所以这个问题的答案是
n∏

c=1

(
k

occc

)
，然后把方案 A 中所有

kn 换成这一项即可知道原问题的答案是：
n−m∑
i=0

(
n + 1

m + i + 1

)
(−1)n−i+m(

n∏
c=1

(
i

occc

)
)。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

瓶颈是对 ∀1 ≤ i ≤ n 计算
n∏

c=1

(
i

occc

)
。

注意到
n∑

c=1
occc = n，所以 occc 只有至多

√
n 种，对每种计

算出现次数变为有 a1 ∼ am, b1 ∼ bm，表示 occc = ai 的有 bi 个，

然后每次算
m∏

j=1
(

(
i
aj

)
)bj 即可。

看似复杂度是 Θ(n
√

n log n)，但其实对于递增正整数序列 a
以及正整数序列 b 且满足

m∑
i=1

aibi ≤ n，有
m∑

i=1
log bi 不超过常数

倍
√

n，证明略。
故时间复杂度为 Θ(n

√
n)。

取离散对数后做任意模数 NTT 也可以做到 Θ(n log n)（不
考虑离散对数的时间），不过不重要。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

试试看！

给定 n 以及一个长度为 n 的 01 序列 c，记一个长度为 n 的
排列 a 的权值 f(a) =

n∑
i=1

s(ai, a(i mod n)+1)，其中 s(x, y) 定义为：

若 cx = cy 则为 0。
若 x < y 且 cx = 1, cy = 0，则为 0。
否则 x > y 时为 (−1)cx，否则为 (−1)cy。
对于 ∀ − n ≤ k ≤ n，计算有多少不同的长度为 n 的排列 a

满足 a1 = 1 且 f(a) = k。
1 ≤ n ≤ 3× 103。
source：CTT2024 Day3 比赛。
参考原题面可能更直观一点。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

如果觉得 s(x, y) 的贡献直接是 s′(x, y) = (−1)cx，那么
n∑

i=1
s′(ai, ai mod n+1) = 0 恒成立。

接下来考察一下 s(x, y)− s′(x, y) 的值是什么：
若 x < y 且 cx = 1, cy = 0 则 s(x, y) = 0, s′(x, y) = −1，从而
差为 1。
若 x < y 且 cx = 0, cy = 1 则 s(x, y) = −1, s′(x, y) = 1 从而
差为 −2。
设 n 个性质 f1 ∼ fn，设在 a 中 aj = i，当且仅当 aj−1 < i

（注意是循环的）时 fi(a) = 1。
让 ci = 1 时 pi = x, qi = 1；ci = 0 时 pi = x−2, qi = 1，就可

以将问题转化为求
∑

a∈A
w(a) 的形式。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

答案是
∑

S⊆{1,2...n}
(

∏
i∈S,ci=0

(x − 1))(
∏

i∈S,ci=1

(x−2 − 1))cnt(S)，

其中 cnt(S) 表示有多少 a1 = 1 的排列满足 S 内所有性质。
问题落到如何计算 cnt(S)，可以视作对每个 i ∈ S 要选定一

个 j < i 且 cj ̸= ci 表示 j 必须恰好排在 i 的前面，当然每个 j 至
多只能被选中一次。

已经选定的部分会组成若干条链，设是 k 条，注意 1 一定是
某条链的开头，所以剩下的将 k 条链拼在一起且 a1 = 1 的方案
数就是 (k − 1)! 种。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

而对 ci = 0 的 i 选 j < i 的 cj = 1 的过程，与对 ci = 1 的 i
选 j < i 的 cj = 0 的过程，是独立的。

选出 s 个 ci = 0 的位置，并为其中每一个选定一个编号比
它小的 cj = 1 的位置的方案数之和，容易 DP Θ(n2) 计算，设答
案是 ans0,s；同理另一边的答案是 ans1,t。

那么最终答案就是∑
s,t≥0

ans0,sans1,t(n − 1− s − t)!(x − 1)s(x−2 − 1)t。

先对每个 t 做一次 NTT 变为
∑

s,t≥0
as,txs(x−2 − 1)t 的形式，

再对每个 s 做一次 NTT 即可求出最终答案多项式。
总复杂度 Θ(n2 log n)。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

试试看！

给定 n，对 ∀0 ≤ x, y < n，计算有多少长度为 n 的排列 p 满
足 asc(p) = x, asc(p−1) = y，其中 p−1 表示 p 的逆排列。

1 ≤ n ≤ 500。
source：QOJ7759 Permutation Counting 2。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

试试看！

有 n 张编号为 1 ∼ n 的牌，正面写着其编号，反面写着一个
数对，记编号为 i 的牌写的数对是 (ai, bi)。

n 张牌排成一个序列，初始从左到右第 i 张编号为 i。
有两个按钮，按下第一个按钮后所有牌会按照 ai 从小到大

排序，如果 ai 相同则原来的位置靠前的牌现在靠前；按下第二
个按钮则是按照 bi 排序，同理如果 bi 相同按原来的位置排。

按按钮的操作是不可逆的，且任意时刻你只能观测到从左到
右每张牌的编号。

目标是：猜出所有 (ai, bi)。
如果所有 ai, bi 是从 [1,n] 之间独立均匀随机选取的，求在

最优策略下你的期望胜率是多少。
n ≤ 5× 105。
source：QOJ14023 International Olympiad in Fishing。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

之前的建模还能做些什么

回顾之前的建模：

a ∈ A 的权重 w(a) =
n∏

i=1
(pi[fi(a) = 1] + qi[fi(a) = 0])。

可以改为：w(a) =
n∏

i=1
(pi + (qi − pi)[fi(a) = 0])。

也可以改为 w(a) =
n∏

i=1
(qi + (pi − qi)[fi(a) = 1])。

还有更多变形吗？
每个位置是独立的，i 相关的项是 (pi + (qi − pi)[fi(a) = 0])

还是 (qi + (pi − qi)[fi(a) = 1]) 或者 (pi[fi(a) = 1] + qi[fi(a) = 0])
即保持原来的不变都是可以的。

看上去很显然。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

逐步容斥

(p1 + (q1 − p1)[f1(a) = 0])
n∏

i=2
(pi[fi(a) = 1] + qi[fi(a) = 0])。

可以把前面的括号拆开，变为算 p1 倍的，接下来只管 2 ∼ n
这些性质的所有方案权值和；再加上 (q1− p1) 倍的，必须不满足
性质 1 的所有方案，接下来只管 2 ∼ n 这些性质对应的权值和。

观察：前后两个问题之间没有任何关系，这意味着如果接下
来还想进一步容斥，对它们的容斥可以独立进行，即可以选定不
同的容斥方向，简单来说就是选择 (pi + (qi − pi)[fi(a) = 0]) 还是
(qi + (pi − qi)[fi(a) = 1])。

看上去并没有什么用？注意必须不满足限制 1 与不管限制 1
可能是两个差别很大的问题！如果是这种情况，这样的精细处理
带来的收益是巨大的。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

例题

给定 k 以及长度分别为 2k − 1, 2k, 2k − 1 的 01 序列 a, b, c。
称一个 2× 2k 的矩阵 A 合法，当且仅当：

∀1 ≤ i ≤ 2k+1，i 在 A 中出现恰好一次。
∀1 ≤ i < 2k，ai = [A1,i < A1,i+1]。
∀1 ≤ i ≤ 2k，bi = [A1,i < A2,i]。
∀1 ≤ i < 2k，ci = [A2,i < A2,i+1]。
求合法的矩阵 A 数量模 2。
T 组多测，每组的 k 一样但 a, b, c 序列可能不同。
T ≤ 32, k ≤ 18。
source：CTS2026 Day1 谜题 2



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

相当于是对一个特殊的网格图做拓扑序计数：这个网格图 2
行 2k 列，所有相邻的点之间都连了有向边。

根据容斥原理，对一张任意的图 G，可以任选 G 中有向边
u → v，那么图 G 的拓扑序数量（下面简称答案）就等于从 G
中删去 u → v 得到图的答案，减去从 G 中反转 u → v 这条边方
向得到图的答案。

考虑 2k 列以及模 2 到底有什么用：总点数是 2k+1，如果图
不弱连通，答案一定是 0，原因是合并各个弱连通块答案会乘二
项式系数，但这个系数模 2 一定是 0。

推论：如果视为无向图后一条边是这张无向图的割边，这条
边的方向不影响答案，可以随意反向。

此外，由于模 2，容斥系数 −1 也可以直接不管。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

通过“逐步容斥”也就是每次选定一个子问题，选定其中一
条边对它进行容斥从而该子问题分裂成两个，最终可以使得所有
子问题满足：

网格图中所有横向的边一定指向右边。
所有点至多有一条出边。
图弱连通。
第三条性质不是很重要，因为如果不满足就直接丢弃这个子

问题就可以了。
这样得到的子问题是每个点儿子数量不超过 2 的根向树，答

案是 1 当且仅当对所有儿子数为 2 的点，其两个儿子的子树大
小写作二进制无交。

接下来我们给出一个达成该目的的算法。方便起见我们先考
虑原题满足 ∀1 ≤ i < 2k 满足 bi ̸= bi+1，也就是所有竖着的边方
向交错的子任务。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

对 p 进行归纳，作出以下归纳假设：
只对前 p 列内部的边进行容斥，就已经使得网格图前 p 列
内部已经满足上述性质。
第 p 列的竖边没有被改变方向。
p = 1 是归纳起点，考虑 p → p + 1 该如何做。
最简单的想法是直接容斥让 p, p + 1 列之间的两条横边要么

向右要么不存在，这样第一条性质就直接满足了。
第二条呢？好消息是 p − 1, p 列之间的横边一定向右，从而

(1, p), (2, p) 两个点的出边只有可能是 p, p + 1 列之间的横边，或
者连接 (1, p), (2, p) 之间的边。

但这里还需要进一步讨论。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

现在的情况如图 1，虚线边表示这条边可能存在也可能不存
在（对 p, p + 1 列之间横向边的容斥创造了一些子问题，在各个
子问题中边的存在性可能不同），实线边表示这条边必然存在。

先对 (1, p), (1, p + 1) 之间的边是否存在分类讨论：
Case 1，(1, p) → (1, p + 1) 的边不存在，如图 2。
此时 (2, p) → (2, p + 1) 若不存在则图直接不连通，所以只

需考虑其存在的情况。

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

Figure: 1

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

Figure: 2



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

Case 2，(1, p) → (1, p + 1) 的边存在，如图 3。
对 (2, p), (2, p + 1) 之间的边是否存在进一步讨论：
Case 2.1，(2, p) → (2, p + 1) 的边存在如图 3.1。
可达性相同的 DAG 的答案一样，删去边 (1, p) → (1, p + 1)

不改变可达性，所以可变为图 3.2 答案不变。
可以发现图 3.2 和图 2 长得完全一样。

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

Figure: 3

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

Figure: 3.1

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

Figure: 3.2



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

Case 2.2，(2, p) → (2, p + 1) 的边不存在，如图 3.3。
此时 (1, p) 和 (2, p) 之间这条边是割边，可以总可以认为它

向上如图 3.4。

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

Figure: 3.3

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

Figure: 3.4



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

对于原题意下的限制 Ax1,y1 < Ax2,y2 连接有向边
(x1, y1) → (x2, y2)。

上述分析表明当 bp = 1, bp+1 = 0 时，对于原先的子问题会
分裂为：

Case 1 要求第一步容斥后 (1, p) → (1, p + 1) 的边不存在，
即原先方向是 (1, p + 1) → (1, p)，条件是 ap = 0。还要求
(2, p) → (2, p + 1) 的边存在，但不论这条边原先的方向，第
一步容斥后总会得到一个向右的子问题，这里没有限制。
Case 2.1 要求第一步容斥后两条边均存在，同上这里没有限
制。
Case 2.2 要求第一步容斥后 (1, p) → (1, p + 1) 存在而
(2, p) → (2, p + 1) 不存在，条件是 cp = 0。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

简单来说：
ap = 0 时得到一个如图 3.2 的子问题。
无论如何，得到一个如图 3.2 的子问题。
cp = 0 时得到一个如图 3.4 的子问题。

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

Figure: 3.2

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

Figure: 3.4



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

现在已经容斥得到期望的根向树的结构，假设对于一个已有
的子问题，其二元组信息是 (x, y)，表示该子问题中 1 ∼ p − 1 列
的点一直沿着出边走，首个走到 (1, p) 的点有 x 个，(2, p) 的则
是 y 个，在该容斥过程中：

ap = 1 且 valid(x+1, y) 时得到一个 (0, x+ y+2) 的子问题。
cp = 0 且 valid(x, y+ 1) 时得到一个 (x+ y+ 2, 0) 的子问题。
其中 valid(s, t) = 1 当且仅当 s, t 二进制下无交。

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

Figure: 3.2

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

Figure: 3.4



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

bp = 0, bp+1 = 1 的转移是对称的，注意到容斥进行到第 p
列时二元组必然形如 (2(p − 1), 0) 或 (0, 2(p − 1))，记录有多少
子问题对应这两种二元组 DP 转移即可。

但上述分析都基于 ∀1 ≤ i < 2k, bi ̸= bi+1 的假设。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

若其实 bp = bp+1，如图 4。可以先对 (2, p) → (1, p) 这条边
容斥，得到的子问题中边方向变为 (1, p) → (2, p) 的（如图 4.1）
是前面讨论的情形。

否则 (1, p), (2, p) 间边不存在，由于原本前 p 列是树，现在
切开 (1, p), (2, p) 间边后 (1, p), (2, p) 两点必然不连通，从而横跨
p, p + 1 列的边都是割边，都转成向右如图 4.2 即可。

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

?

?

Figure: 4

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

?

?

Figure: 4.1

(1,p) (1,p+1)

(2,p) (2,p+1)

Figure: 4.2



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

所以 bp = bp+1 的情况只需要添加 (x, y) → (x + 1, y + 1) 的
转移即可。

注意到 x + y = 2(p − 2) 恒成立，直接对每种二元组记录对
应方案数转移是 Θ(4k) 的。

进一步的优化是考虑二元组之间的转移要么是一直都 +1，
要么是直接到达某一项为零的状态。

可以只记录所有某一项为零的状态的真实 DP 值，然后直接
考虑这些状态间的转移，具体来说直接考虑进行多少次都 +1 操
作后汇聚到一个 (0, ∗) 的状态或 (∗, 0) 的状态。
“汇聚”转移时有转移前两个二进制数无交的限制，这保证

了有效的转移只有 Θ(3k) 个。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

题解

最后观察到 a, b, c 只控制一些潜在可行的转移是否真的进
行，因此可以将代码写成“永远执行所有 Θ(3k) 种潜在转移，而
在转移时与上这个转移的条件”的形式。

DP 状态只有 1bit 信息 0/1，且每组数据中转移结构完全相
同，因此可以压位在一轮计算内同时维护 w 组数据的 DP 值，
其中 w 是计算机字长。

精细实现后，时间复杂度为 Θ(

⌈
T
w

⌉
3k + T2k)。



引入 插入 DP 容斥原理 扩展阅读 致谢

试试看！

定义一个 n 阶排列的超过数 surp(p) =
n∑

i=1
[pi > i]。

给定 n，对 ∀0 ≤ x, y ≤ n，计算有多少长度为 n 的排列 p 满
足 surp(p) = x, asc(p) = y。

1 ≤ n ≤ 60。
source：CTT2022 Day4 欧拉？欧拉！
注：使用刚才提到的逐步容斥的方法有一个分析上很简明的

解法（但实现可能仍然比较痛苦），可以参考本题官方题解。
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广告

使用逐步容斥，可以做到对任意有向广义串并联图（即对一
张给定的广义串并联图每条边定向变为有向图）在 Θ(n4) 时间
内计算其拓扑序数量，如果允许用 NTT 就是 Θ(n3 log n)。

如果是更为特殊一些的有向仙人掌，可以专门设计算法做到
Θ(n3)。

再特殊一点的有向树大家就很熟悉了，有经典的 Θ(n2) 的
算法。

具体可以参考我 24 年集训队论文《浅谈树拓扑序计数相关
问题的一些方法》中的相关内容，文中大致梳理了有向树 -> 有
向仙人掌 -> 有向广义串并联图这一脉络下每个情形的算法。
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广告

论文还讨论了如果对以上三种情况予以特化，例如叶向树、
叶向边仙人掌（这个定义可以参考论文）的情形如何加速计算。
特殊的有向广义串并联图我在当时没有仔细考虑，论文发表到今
天的两年内慢慢弥补了这个遗憾，我出的 CF2164F2 和刚才提到
的谜题 2 相当于是两个特殊的广义串并联图的情形。

论文讨论的内容与今天讲课的内容关联很大但主题上略有差
异，今天主要关注的是链上的情况且侧重研究上升数，而论文主
要探讨在更复杂的情况下做拓扑序计数。

当然前面的讨论也表明研究上升数和计数拓扑序基本上是一
回事，其中微小的差异具体是什么，大家了解足够多这方面的知
识后应该可以自行体会到。
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未知

最后列举几个未知的问题：
对于比广义串并联图更复杂的结构，该如何在多项式时间内
统计其拓扑序数量？例如可以考虑 Apollonian Network。
此前提到的有向树、有向仙人掌、有向广义串并联图，虽然
已经有多项式复杂度做法，能否做得更快？比方说有向树能
做到低于 n2 吗？有向仙人掌做到了 Θ(n3) 而有向广义串并
联图是 Θ(n3 log n)，这两个结果并列在一起显得并不自然。
对于一些已经被解决的问题（尤其是 EI 解决的一些复杂的
欧拉数问题），它们的做法太过复杂、非常难以理解，因此
被束之高阁，能否简化这些问题的求解？

https://qoj.ac/contest/1357/problem/7410
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扩展阅读

讲课的核心内容已经结束了，最后简单提两个相关的方向，
是概率、测度方法以及求解迭代列。
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重访欧拉数

考虑从 (0, 1) 独立均匀随机采样 a1 ∼ an，则出现重复值的
概率是 0，而 a1 ∼ an 的相对顺序有 n! 种，每种出现的概率都是
1

n!。

所以，
1

n!
⟨n

k
⟩
就等于 asc(a) = k 的概率。

根据 a 序列，构造 b 序列满足 bi = (ai − ai−1) mod 1（认为

a0 = 0）长度为 n，一个有趣的观察是 n − 1− asc(a) =
⌊ n∑

i=1
bi

⌋
。

原因：相当于初始站在 0，∀1 ≤ i ≤ n，向右走直到走到 ai，

如果碰到 1 就回到 0（即是循环的），
⌊ n∑

i=1
bi

⌋
描述了碰到 1 了多

少次，而每个 ai > ai+1 的 i 会导致必须碰到 1 一次。
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重访欧拉数

可以想象，(0,m)n 上所有坐标之和不超过 m 的点构成的图
形的测度应该是 m = 1 时的 mn 倍，所以是

mn

n! 。
但现在是 (0, 1)n，考虑测度是可减的，可以容斥枚举一个子

集 S ⊆ {1, 2...n} 计算所有 (a1, a2...an) ∈ (0,m)n 且 ∀i ∈ S 满足
ai ≥ 1 并

n∑
i=1

ai ≤ m 的点 (a1, a2...an) 构成的测度，乘上 (−1)|S|

加和即可。

所以答案是
n∑

i=0
(−1)i

(
n
i

)
(m − i)n

n! ，设这是 f(m)，那么⟨n
k
⟩
= n!(f(k + 1)− f(k))。
进一步化简可以说明这个式子和先前得到的等价，就不再进

行了。
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重访欧拉数

可以想象，(0,m)n 上所有坐标之和不超过 m 的点构成的图
形的测度应该是 m = 1 时的 mn 倍，所以是

mn

n! 。
但现在是 (0, 1)n，考虑测度是可减的，可以容斥枚举一个子

集 S ⊆ {1, 2...n} 计算所有 (a1, a2...an) ∈ (0,m)n 且 ∀i ∈ S 满足
ai ≥ 1 并

n∑
i=1

ai ≤ m 的点 (a1, a2...an) 构成的测度，乘上 (−1)|S|

加和即可。

所以答案是
n∑

i=0
(−1)i

(
n
i

)
(m − i)n

n! ，设这是 f(m)，那么⟨n
k
⟩
= n!(f(k + 1)− f(k))。
进一步化简可以说明这个式子和先前得到的等价，就不再进

行了。
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试试看！

给定 n 和长度为 n 的序列 a，现在从 [0, 1] 中独立等概率随
机得到 b1 ∼ bn，问满足以下条件的概率：

∀1 ≤ i ≤ n,
n∑

j=1
bj ≤

ai
106
。

n ≤ 30。
source：CF913H Don’t Exceed。
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试试看！

给定 n,m, k，对 ∀1 ≤ i ≤ n，求有多少长度为 n 的排列 p
满足 asc(p) = m 且 pk = i。

n ≤ 5× 105。
source：UOJ593 新年的军队。
提示：要解决这道题，今天讲的内容远远不够，感兴趣的同

学可以自行研究。
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求解迭代列

回顾一开始我们得到的递推关系⟨n
k
⟩
=

⟨n−1
k
⟩
(k + 1) +

⟨n−1
k−1

⟩
(n − k)，如果设欧拉数的第 n 行的生

成函数是 Fn(x) 的话，这个递推关系给出了
Fn+1(x) = (nx + 1)Fn(x) + x(1− x)F′

n(x)，边界是 F0(x) = 1。
那么 Fn+1(x) = (nx+1)Fn(x) + x(1− x)F′

n(x) 这一迭代列应
该蕴含了欧拉数的全部信息，从这个角度推导出后面几个彼此等
价的线性求欧拉数单项的式子应该是可行的。

但不幸的是，求解带微分的迭代列是困难的，即使我们只允
许递推关系是常数阶微分并乘上常数次多项式的线性组合（而且
这个递推关系不含与 n 相关的内容），一般来说这个迭代列也无
法求解。而这里递推式的 nxFn(x) 这一与 n 关联的项会增加更
多的困难。
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求解迭代列

不过如果设 Gn(x) =
Fn(x)

(1− x)n+1
，则：

G′
n(x) =

F′
n(x)

(1− x)n+1
+ (n + 1)

Fn(x)
(1− x)n+2

。

Gn(x) + xG′
n(x) =

(1− x)xF′
n(x) + (n + 1)xFn + (1− x)Fn

(1− x)n+2
。

=
(1− x)xF′

n(x) + (nx + 1)xFn
(1− x)n+2

= Gn+1(x)。

Gn+1(x) = Gn(x) + xG′
n(x) 这个迭代关系是很好处理的，因

为它的效果是给 [xk] 系数点乘 (k + 1)，而递推起点是
G0(x) = 1 + x + x2 + ...，从而 [xk]Gn(x) = (k + 1)n。那么
Fn(x) = Gn(x)(1 + x)n+1，Fn(x) 的系数也容易提取了。
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求解迭代列

疑惑当然是 Gn(x) 是怎么凑出来的，事实上可以待定一列多
项式 Q0,Q1... 要求 Gn(x) = Fn(x)Qn(x) 且 Gn(x) 满足较为简单
的迭代关系（这一步需要枚举），并尝试解出 Qi（当然，不总能
做到）。

如果你想对这个问题有更深入的了解的话，可以阅读一开始
提到的另一个欧拉数问题的题解，这道题的迭代关系是
Fn+1(x) = (αnx + 1)Fn(x) + x(1− x)F′

n(x)，会更难以处理。
或者你也可以参考 求解迭代列问题的一些手段。

https://www.luogu.me/article/v82plvq2
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致谢

谢谢大家！


